Voter Model

Beim Voter Model haben die Knoten des Graphen zwei
Zustinde oder Meinungen. Nach einiger Zeit hat ein
Knoten die M6glichkeit mit einem seiner Nachbarn zu
interagieren. Dabei wird ein Knoten von einem seiner
Nachbarn von dessen Meinung iiberzeugt falls dieser
anderer Meinung war, ansonsten passiert nichts.

Um diesen Sachverhalt zu beschreiben, wird ein Graph
G = (V, E) benétigt, wobei V' die Knoten und E die
Kanten des Graphen sind. Auflerdem eine Funktion Z;
die den Zustand eines Knoten zur Zeit ¢ beschreibt:
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wobei 0 und 1 die Zustédnde beziehungsweise Meinun-
gen sind.

Zusténde der Knoten zu Zeiten t;

Fiir einen Knoten = sei N,_, = {y : (z,y) € V} die
Menge der Nachbarn, die von z erreicht werden und

« ={y: (y,z) € V} die Menge der Nachbarn von
denen aus x erreicht werden kann. Fiir einen ungerich-
teten Graphen sei N, := N_,, = N,_..
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Die Anderungsrate von z ergibt sich aus dem
Verhéltnis von Nachbarn, deren Zustand z kopieren
kann zu der totalen Anzahl der Nachbarn:
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c150(2, Zt) = N Z (1—Z(y))

Fiir ungerichtete Graphen ist N_., = N,_, =: N,.

Poisson Prozesse

Sei Py die bekannte Poisson Verteilung, dann ist der
Poisson Prozess X : t — X; zur Zeit ¢, mit Intensitat
A wie folgt definiert:

(l) Vt > s > 0: Xt —XS ~ ,P)\(tfs)

(ii) VO < tg < t1 < ...
unabhéngig

(Xti - Xti,l)izl sind

Fiir einen Poisson Prozess X mit Intensitdt A\, wird
geschrieben X ~ &,

Sei X ~ &5, dann kann X; als die Anzahl von Er-
eignissen auf dem Intervall [0,¢] interpretiert werden.
Dabei ist das Eintreten eines Ereignisses unabhéngig
von allen Vorherigen, und die Wahrscheinlichkeit des
Eintretens mindestens eines Ereignisses proportional
zu der Lénge des Intervalls.
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Der Poisson Prozess X
Sei dann T,, = min{t : X; = n} mit Ty = 0 die kleinste

Zeit nach der genau n Ereignisse aufgetreten sind. Es

gilt fiir AT, :=T,, — T,—1 ~ Ex.

Voter Model Zustandsinderungszeit

Die Zeitpunkte an denen sich die Zusténde der Kno-
ten dndern konnen, werden durch Poisson Prozesse
bestimmt, dabei kann jedem Knoten z ein Poisson
Prozess X ~ & zugewiesen werden, sodass die Zeiten
zu denen x seinen Zustand an den seines Nachbarn an-
passt definiert sind als T}, = min{t : X; = n} und eine
Gleichverteilung Z{1,...#N,_}, die den Nachbarn
auswéhlt dessen Zustand z sich aneignet.

Fir V = 2% und E = {(k,1) : |k — 1] = 1} gilt fiir
alle y € Z%: #N, = 2d. Die Anderungsrate fiir einen
Knoten x vereinfacht sich also zu:

co—1(x, Zy) = 2d Z Zi(y
YEN,

Cl—>0IZt de 1*Zt
yEN,

Fiir z € V konnen dann auch einfach 2d Poisson Pro-
zesse 9% an jeder Kante an x platziert werden. Die
Zeiten an der eine Interaktion von x mit einem Nach-
barn stattfindet, werden dann jeweils durch den Pois-
son Prozess an der Kante bestimmt.



Thinning

Betrachte die Anzahl der Ereignisse eines Poisson Pro-
zesses Z ~ Py, diese sollen mit Wahrscheinlichkeit 0.5
in Typ 0 und Typ 1 aufgeteilt werden, dann sind nur
die Anzahl der Ereignisse von Typ 0 ein Poisson Pro-
zess mit Intensitit %
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Poisson Prozess Z, und ausgediinnter Prozess X
Dualitét
Superposition

Definition Pfad

Seien (z,s),(z,t) € V x Rf, dann existiert ein
Pfad (z,s) — (x,t), wenn s = 59 < 81 < ... <
Sp41 =1 € Rg und z = xg,21,..T, = x €V
Seien X, Y ~ &, unabhiingig, dann ist X +Y ~ Poy existieren, sodass:

und die Wahrscheinlichkeit des Auftretens genau eines
Ereignisses in [s, ] fiir X, vorausgesetzt es gibt ein Er-
eignis in X oder Y, ist %

1. Vi = 1..n : existiert eine Zustandsdnderung
T;—1 — x; zur Zeit s;

2. Vi = 0..n : existiert keine Zustandsénderung
von x; im Zeitintervall (s;, 8;+1)
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— Definition dual Pfad
N : P Seien (2, 5), (x,t) € VxR{, dann existiert ein dual
— : : P Pfad (z,t) — (z,s), wenn ein Pfad (z,s) — (x,t)

\ — existiert.
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Ausgehend von einer beschrinkten Menge A C V und
Poisson Prozesse X, Y und X +Y einer Zeit t € Rsr, kann man diesen Graph riickwiirts



in der Zeit und iiber die dual Pfade ablaufen. Die Ele-
mente aus V die man nach einer Zeit s € Ry erhiilt
wenn man alle Moglichkeiten zuriick 1duft sind der dual
Prozess Dy(A,t).

Definition dual Prozess
Sei0>s>t
D,(A1) = 1z
(z,t — s) fiir z € A}
Fir € V sei Dy(x,t) so definiert, dass

Ds({a},t) = {Ds(x, 1)}

ex. dual Pfad (z,t) —
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dual Prozess auf A zur Zeit t, s Zeiteinheiten zuriick

Fir x € V gilt dann: Z;(x) = Z;_s(Ds(x,t)) Wenn
man die Zeit ¢ als Gegenwart sieht bedeutet das, dass
der Knoten Dg(z,t) von dem z vor s Zeiteinheiten
seinen Zustand bekommen hat, vor s Zeiteinheiten
denselben Zustand wie x jetzt hat.

Man sieht auflerdem, dass zwei dual Prozesse sich
vereinen wenn es einen gemeinsamen Ursprung vor

hochstens s Zeiteinheiten gegeben hat. Damit kénnen
die dual Prozesse als System von Coalescing Ran-
dom Walks betrachtet werden.

Einstimmigkeit von endli-
chen, ungerichteten, zusam-
menhingenden Graphen

Sei G ein endlicher, ungerichteter, zusam-

menhéngender Graph, dann ist eine Eigenschaft des
Voter Models, dass alle Knoten den selben Zustand
haben sofern genug Zeit vergangen ist:

Va,y € G : tli)r&IP[Zt(x) # Zi(y)] =0

Realisierungen des Voter Models auf einem 1d Torus

Ausblick Koexistenz

Wenn fiir V wieder Z? betrachtet wird, kann ein analo-
ger Beweis fiir die schlielliche Einstimmigkeit des Gra-
phen auch fiir d € {1,2} gefunden werden, allerdings
gilt das Gegenteil fiir d > 3. Es kann bewiesen werden,
dass zu jeder Zeit noch beide Zustédnde représentiert
sind, auch dieser Beweis nutzt die Dualitit des Voter
Models zu den Random Walks.



